Chapitre 11

CORDES VIBRANTES.
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Lasciatemi cantare con la chiratta in mano...

Toto CUTUGNO

On dégage dans ce chapitre et les deux suivants des no-
tions fondamentales sur les ondes qu’on retrouvera dans
tous les domaines de la physique, en particulier, cette
année, en mécanique des fluides (ondes sonores) et en
électromagnétisme (ondes électromagnétiques) y compris
dans le domaine de 'optique (optique physique). C’est dire
toute l'importance de cette partie riche de notions nouvelles.
Le premier chapitre repose sur l'étude d’instruments a
cordes, connus depuis la plus haute antiquité, qu’ils soient a
cordes pincées (harpe, clavecin, guitare), percutées (piano)
ou frottées (violons).

II-1 Analyse dimensionnelle du probléeme.

La hauteur au sens musical d’un son (aigu/grave) est une manifestation
de la fréquence f. Elle dépend de la longueur [ de la corde, de sa tension 1" et
de sa masse ou plutot de sa masse linéique p. On vérifie expérimentalement
que f croit quand [ décroit, T" croit et u décroit.

L’analyse dimensionnelle donne [f] = T, [I] = L, [T] = MLT~2 et
) = ML~

Cherchons trois exposants, «, 3, v tel que :

f=10T0 0
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on doit avoir :

T-' = (L) (MLT™ %P (ML)

En identifiant les exposants de M, L et T, on tire :

0=0+v
O=a+06—7v
—1=-23

Onentire 3=1/2,y=—-1/2et a = —1dou f x %\/% (& une constante

multiplicatiuve sans dimension pres) et on remarque au passage que \/% est

homogene a une vitesse qu’on notera ici c.

La formule obtenue est conforme aux sens de variation prévus.

II-2 Mise en équation.

Au repos la corde est rectiligne selon Ox entre x = 0 et x = [. Le mouve-
ment d’un point de la corde peut étre supposé transversal, c’est-a-dire perpen-
diculaire & Oz (en effet, un déplacement longitudinal selon Ox provoquerait
un allongement notable d’un des co6tés de la corde et un raccourcissement de
I’autre ; la raideur de la corde est en pratique tres grande, donc il apparaitrait
des forces colossales sur une masse infime). On se limitera ici a des mouve-
ments plans (les mouvements non plans sont possibles et donnent les mémes
résultats). On note y(z,t) le déplacement du point d’abscisse = de la corde et
T de module T(z,t) et d’angle a(x,t) avec Ox la force exercée par la portion
de corde a droite sur celle & gauche. On néglige les forces de pesanteur (un
corde a une masse de quelques grammes donc un poids de quelques dizaines
de millinewtons et une tension de quelques centaines de Newtons).

Le principe fondamental de la dynamique, & un bout de corde x/x + dx de
masse dm = u dx donne apres projection :

0=T(z+dx,t) cos(a(x + dz,t)) — T(z,t) cos(a(z,t))
&y : :
wdx 52 = T(x + dz,t) sin(a(z + dx,t)) — T(z,t) sin(a(z,t))

L’approximation des petits mouvements donc des petits angles et un développement
limité de Taylor a 'ordre 1, plus a ~ tan(a) = % conduisent respectivement
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T(x+dx,t) =T (x,t) donc T(z,t) =Cte qu'on note T

(on exclut le cas ou T dépend du temps) et a :

0%y da 0%y
udxw =T (a(x +dzx,t) — alx,t) = T%d:c = dex

d’ou ’équation :

Py 1 0%y 2

92 = 2 92 (cf supra)

=1

qu’on appelle équation de d’ALEMBERT

II-3 Résolution

II-3.a Solutions non excitées.

On recherche des solutions factorisées y(x,t) = F(x) G(t), qu'on appelle
aussi ondes stationnaires par opposition aux ondes progressives qu’on étudiera
dans le chapitre suivant.

Py _ o

0%y ,
o = F@) ()
reportons dans I’équation de d’ALEMBERT :

() G() = 5 F() (1)

Divisons par y(z,t) = F(z) G(t) :

F(z) 1 G'(t)
F(z) & Gt

ol un membre n’est fonction que de x, 'autre que de t, avec égalité pour
tout z et tout ¢, donc des constantes, en effet, si I'on fixe ¢ par exemple a
t = 0, on en déduit que pour tout z, on a F”(z)/F(z) = (1/¢%) (G”(0)/G(0)),
ce qui prouve que F”(x)/F(x) est constant.

Seules les constantes négatives sont intéressantes (sinon il y a explosion ou
étouffement).

Si I'on note F”(z)/F(z) = —k? et donc G”(t)/G(t) = —(kc)?, alors F(z)
est de la forme Cte sin(k z+ ), G(t) de la forme Cte sin(kct+1) et y(z,t) =
Ymaz Sin(kx + @) sin(k ct + 1)) ; on notera désormais w = k¢

Pour les conditions aux limites classiques : repos en x = 0 et x = [, on
tire ¢ = 0 et sin(k!) = 0 d’oll une quantification k, = pn/l avec p entier et
wp =pmc/l dou :

C 1 T

f1:27l:27l p et fp:pfl
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On remarque que ce résultat est conforme aux prévisions de ’analyse di-
mensionnelle ; il précise la constante adimensionnée. Si p = 1, on dit que la
corde vibre selon le mode fondamental, sinon selon 'harmonique p. De plus
toute combinaison linéaire de solutions est solution (structure d’espace vecto-
riel de ’ensemble des solutions d’une équation linéaire).

Ymaz sin(pmx/l) est une amplitude locale, elle est nulle (nceud de vibra-
tion) pour x, = ¢ql/p avec ¢ € [1,p — 1] et maximale (ventre de vibration)
pour z;, = (¢ + 1/2)1/p avec ¢ € [0,p — 1]. On définira plus tard une lon-
gueur d’onde par A\, = 27/ky,, on voit qu’ici A, = 2{/p et que les noeuds
sont distants de A/2, et de méme pour les ventres et \/4 sépare un noeud
d’un ventre. La période est T}, = 2m/w, et 'on voit que A\, = ¢T), = ¢/fp
D’ou l'astuce-aide-mémoire : la fréquence fondamentale s’obtient a partir de
l=X2et A=c/f.

Ci-dessous les figures de 'aspect de la corde a différents instants pour le
mode fondamental et les harmoniques 2 et 3.

II-3.b Solutions excitées.

Si Pextrémité x = 0 est fixe et Pextrémité x = [ animée a 'aide d’un vi-
breur d’un mouvement imposé b sin(wt) (corde de MELDE), aprés un éventuel
transitoire, on observera une solution sinusoidale forcée de méme pulsation :

Ymaz SIN(kx) sin(wt) = Ymae sin(wz/c) sin(wt)

(car w = k¢, cf supra, et donc k = w/c) d’ou, par identification : ypar =
a/sin(w/cl) (cf graphe ci-dessous) et on trouve, bien str, des résonances pour
w = wp. En fait, l'existence de frottements fluides empéche 'amplitude de
devenir infinie a la résonance et permet aux transitoires de s’étouffer.

1Y e /@l

o, 20,
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II-4 Etude énergétique.

L’élément de corde entre x et x+dx possede une énergie cinétique élémentaire

Jy
Ecin -
g “d <8t>

En divisant par la longueur élémentaire dz, on introduit une densité linéique
1y . TR 9 : _
d’énergie cinétique dont 'expression est uei, = 2 I ( ) On remarque que
c’est une grandeur quadratique qui fait intervenir des termes d’ordre deux.

Ce méme élément, qui fait un angle a avec I'axe Ox a subi un allongement
(du second ordre)

Q

2 Ay 2
5€:dm(1/cosa—1)%daz? fdm <8x>

La tension T a donc exercé un travail, c’est-a-dire fourni une énergie po-
tentielle élémentaire

1 dy
6By =T3¢ = 5 Tda ((%)

En divisant par la longueur élémentaire dx, on introduit une densité linéique

d’énergie potentielle dont 'expression est upor = %T (%) .

Ce méme élément est soumis de la part de la corde & droite de =z + dx a
—
une force T (x + dz,t) de module indépendant de x et t noté 7', faisant avec
Oz langle a(x +dz,t) ~ et s’appliquant & un point de vitesse v = gzt’ selon
Oy, force qui exerce donc la puissance :

%
ot

Oy

Pp=TvsinaxT
ox

(z+dx,t) (z+dx,t)

De méme, il est soumis de la part de la corde a gauche de z a la force
il
—T (z,t) de puissance

PG ~ =T @ @
Notons P(z,t) la fonction T’ 8t o) % ) ; alors en continuant a négliger
it t

le poids, la somme des puissances des forces extérieures est :

0P = Pp + Pg = P(z +dx,t) — P(x,t) = %dx

2 2
5P ~ Ta(ayay> dx-T(ayay—l—ay 8y)dx

Ox \ Oz Ot 0x2 Ot Oz dx0t

En injectant ’équation de propagation et grace au théoréeme de SCHWARTZ,
on tire :

ayay oy 0%y o7l 8y oy
P =ngm g W +Taxataxd‘”_§[§“ at) o T oz dx}
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On retrouve donc naturellement :

0 0
P=_— Eméca =
0 8755

ot (5Ecm + 5Epot)

Cette loi de conservation peut aussi étre formulée ainsi, apres division par
la longueur élémentaire et en réintroduisant les densités volumiques :

oz Oz Ucin T Upot

Ce type de formulation sera généralisée tout au cours de I’année.

Avec y = a sin(mx/l) sin(mwct/l), on a pour I’élément de corde :
1
Ucin = 5 pa? (me/l)? sin®(mwx/l) cos®(mct/l)
1
Upot = §Ta2 (m/1)? cos?(m /1) sin?(w ct/l)

Apres intégration sur toute la corde (de x = 0 & x = [) et avec uc?> =T
(cf supra), les énergies totales de toute la corde sont :

2 T 2
Eein = % Ta cos®(mct/l)
2 T 2
Epot = % Ta sin?(w ct/l)
et donc ) )
™ Ta
gméc = Z T = Cte

II-5 Séries de Fourier

Faisons le lien avec la théorie des séries de FOURIER qui sera étudiée
en détail en mathématiques et annongons-en les résultats essentiels pour le
physicien. Une fonction f 2[-périodique peut étre assimilée a la série trigo-
nométrique :

ap/2 + Z (an cos(nma/l) + by sin(nma/l))
neN*

ou les coefficients sont définis par :

!
ap = 1/ f(z) cos(nmzx/l)de Vne N
L)

1 /!
by, = l/ f(z) sin(nmz/l)de Vne N*
—

A ce stade, savoir que pour une fonction paire les b,, sont nuls et pour une
impaire, les a,. Pour une corde vibrante comprise entre x = 0 et * = [ et
immobile en ses deux extrémités, on peut, a un instant ¢ fixé, considérer la
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fonction y(x,t) comme la restriction d’une fonction impaire et 2l-périodique,
on retrouve les solutions développées plus haut puisqu’il n’y a que des termes
en sinus dans la décomposition de FOURIER

Remarques musicales : le rapport des fréquences fa/f1 = 2 entre ’harmo-
nique 2 et le fondamental correspond au passage a ’octave. De méme le rap-
port f3/fa = 3/2 correspond a l'intervalle de quinte et le rapport f5/f4 = 5/4
a celui de tierce majeure.

On dispose aussi du théoréme de PARSEVAL :

1
21 ),

‘CLOP +1i(|a |2+|b |2)
4 2 ~ " "

l
|f(2)*dz =

Pour le physicien, il s’agit d’un théoreme énergétique; en effet on vient
de voir que I'énergie fait intervenir des carrés de fonctions 2[-périodiques. Le
théoreme affirme que I’énergie moyenne est somme des énergies moyennes du
fondamental et des harmoniques (on rappelle que la moyenne du carré d’un
sinus ou d’un cosinus est 1/2) s’ils étaient seuls. Cette additivité ne coule pas
de source car a priori le carré d’'une somme n’est pas la somme des carrés; le
théoreme affirme donc que les doubles produits sont nuls en moyenne et leur
somme aussi (ce n’est pas évident : il y a une infinité de termes).

1I-6 Exercice guidé.

On écarte a t = 0 une corde vibrante en lui donnant la forme d’un triangle
isocele de base £ et de hauteur a et on la lache sans vitesse initiale. La forme
de la corde est décrite comme dans le cours par la fonction y(x,t)

1. Pourquoi peut-on écrire :

y(a,t) = Y By sin(*=) cos(

pEN*

prct

+p) 7

2. Les théoremes mathématiques sous-jacents étant admis, en déduire 1'ex-

. . . Y
pression, sous forme de somme infinie, de —=.

ot
3. Pourquoi peut-on écrire :

4. Quelle formule permet de calculer les coefficients b, 7 Ce calcul n’est pas
un objectif du programme ; on admet qu’il conduit a :

8a
w2 (2q+1)2

On ne reportera pas ces valeurs plus loin (pour alléger)

bgq =0 et b2q+1 = (_1)q

5. On peut écrire de méme :
oy . pTXT
a(:z:,(]) = Z B, sm(T) ?
pEN*

Que valent (sans calcul) les coefficients B), ?
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6. En déduire que :

Bp cos(vp) =b, et By sin(y,) =0

En déduire les valeurs de v, et 3,

7. L’exercice est-il terminé ?



